Onde... sferiche

Carlo Roselli

1. Sinossi

Quanto elaborato in questo scritto € nato per gioco. Disegnando su dozzine di oggetti sferici e
facendo alcune riflessioni sulla geometria della sfera, ho potuto intuire 1’esistenza di due insiemi
infiniti di figure cui ¢ stato dato il nome di “Onde Sferiche”: un insieme avente la cardinalita del
numerabile e un altro avente la cardinalita del continuo. In seguito, studiandone le proprieta, ho
adottato un procedimento, sia analitico che geometrico, per la loro costruzione. All’interno del
secondo insieme ho infine individuato un interessante sottoinsieme finito di Onde Sferiche, definite
“platoniche” in quanto collegate ai poliedri regolari convessi. Per ragioni che chiamano in causa la
distinzione tra "reale" e "ideale", iniziero il lavoro con un mio breve racconto ambientato nel
fantasioso mondo di Alice.

Da qualche tempo Alice si e appassionata alla geometria della sfera e trascorre le serate
intenta a disegnare sui globi colorati della sua collezione attardandosi spesso in stravaganti
congetture. Recentemente si e imbattuta in un problema che I’ha tenuta sveglia tutta la notte. Ecco i
fatti di quella sera:

Alice stava tracciando circoli su un grande globo color latte per collaudare uno strumento di sua
ideazione: un compasso sferico dotato anche di pennini intermedi e costruito appositamente per
operare sulla sua superficie (figura 10.1).

Fig. 10.1

D’un tratto ebbe un’idea. Apri il compasso ad un’ampiezza L, punto sul globo una delle sue
estremita e, ruotando in A; in senso orario di un angolo S, traccio con ’altra estremita I’arco
BB, (figura 10.2); chiaramente, anche ciascuno dei pennini aggiuntivi del compasso descrisse un
arco. Punto poi in B; e, ruotando in senso antiorario di uno stesso angolo, traccio ’arco AjA;
(figura 10.3). Trovo cosi stimolante questo esercizio che non indugio a descrivere altri archi con le
stesse modalita, alternando gli estremi del compasso scelti come perni nonché il verso delle
rotazioni, fin quando il gioco termino perché le cinque punte del compasso erano tornate, che
strano! nelle rispettive posizioni di partenza (figura 10.4). Con un candido sorriso Alice si mise a
girare attorno al globo per mirare e rimirare quel bel tracciato. Decise di dargli un nome: lo
chiamo “Onda Sferica” e chiamo ““ vertici” i punti di rotazione del compasso.



Fig. 10.2 Fig. 10.3 Fig. 10.4

Per poter meglio visualizzare quell’Onda Sferica, caratterizzata da dieci vertici, ella prese un
foglio di carta e ne fece una rappresentazione nel piano’ (figura 10.5).

Fig. 10.5

Quell’esperienza fu eccitante e Alice si accinse a ripeterla, fissando una diversa misura sia per L
che per 9. Questa volta pero le punte del compasso non tornarono nelle rispettive posizioni di
partenza (figura 10.6).

Fig. 10.6

Senza scoraggiarsi ci riprovo piu e piu volte con nuove misure, fino a notte inoltrata, ma
senza successo. Era tuttavia convinta che si potesse trovare il modo di ottenere altre Onde Sferiche

Pur sapendo che una figura sulla sfera non ¢ sviluppabile nel piano, Alice ha rappresentato una figura conforme e ha fatto in modo
di rispettare le misure di alcuni suoi elementi; infatti, i settori circolari della figura 10.5, tutti uguali fra loro, risultano essere
conformi a quelli dell’Onda Sferica e il loro raggio ¢ di misura pari a quello sulla sfera; inoltre, il segmento di retta fra gli estremi
degli archi mediani ha la lunghezza di un circolo massimo della sfera e, su quest’ultima, A; coincide con As e B; con Bg. Nel
seguito dell’articolo si fara spesso ricorso a questo tipo di rappresentazione.



e cio le sembrava un problema interessante su cui riflettere, ma di li a poco comincio ad albeggiare
e i suoi occhi, affaticati, si chiusero.

Vengono ora proposti al lettore alcuni quesiti:
1°- se su una sfera di raggio scelto come unitario tentiamo di costruire un’Onda Sferica alla maniera
di Alice, e cio¢ fissando ad arbitrio 1’ampiezza L del compasso e la sua rotazione 9 (per semplicita,
in questa prima parte della storia sceglieremo sempre L<Tt e 9<m),> qual & la probabilita di
successo?
2°- L’Onda Sferica da lei ottenuta all’inizio del racconto fu davvero un fatto eccezionale?
3°- a quale risultato sarebbe pervenuta Alice, dopo I’'insuccesso della figura 10.6, se avesse
seguitato a disegnare sulla sfera una seconda serie di archi uguale alla prima?

Per rispondere a queste domande, prima di sbirciare la soluzione in appendice alla fine di questo
capitolo, il lettore potra trovare aiuto nelle considerazioni che seguiranno.

2. Costruzione analitica delle Onde Sferiche

Anche noi, come Alice, crediamo che quell’Onda Sferica (quella chiusa con un solo giro) non sia
la sola possibile e, dunque, vorremmo escogitare un procedimento matematico per costruirne altre,
scegliendo come unitario il raggio della sfera. Allo scopo, studiamo quella da lei tracciata
inizialmente® e rappresentata nel piano (figura 10.7).

Fig. 10.7

Nella figura sappiamo che il segmento di retta M;M;; ha la lunghezza di un circolo
massimo della sfera* e risulta suddiviso dalla curva centrale in 10 parti di identica lunghezza p che
chiameremo passo dell’Onda Sferica; si avra percido 10p = 277 Un’Onda Sferica sara cosi
caratterizzata, oltre che dai due numeri reali L e &, da due altri numeri, uno irrazionale, p, e uno
naturale pari,5 n, tali che sia

np =27 (%)

La scelta di L<77si giustifica dal fatto che gia per L = 77il compasso descriverebbe un punto e non si avrebbe cosi un’Onda Sferica.
Per quanto riguarda invece &, si possono ottenere Onde Sferiche anche con valori di & presi nell’intervallo (77; 277) ma, per non
appesantire il discorso, queste saranno prese in considerazione solo nella seconda parte dell’articolo.

Si assume come unitario anche il raggio della sfera di Alice.

Poiché i segmenti di retta A;As e B;Bs rappresentano due circoli sferici uguali fra loro ed equidistanti da M;M;;, quest’ultimo
risulta I’analogo di un circolo massimo.

Nella costruzione di una qualsiasi Onda Sferica, ad una rotazione oraria del compasso ne seguira una antioraria e, se si inizia ad
esempio con una rotazione oraria, alla fine delle successive rotazioni si dovra terminare con una rotazione antioraria, altrimenti il
compasso, date le caratteristiche dell’Onda Sferica, non tornerebbe nel punto di partenza. Il numero delle rotazioni dovra percio
essere pari e quindi anche il numero 7 dei passi ad esse associati.
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dacuip=—. Esaminiamo come la relazione (*) condizioni le scelte di L e & studiando la
n

porzione di Onda Sferica descritta dalla prima rotazione del compalsso,6 ovverosia il settore
circolare B;A;B; (figura 10.8), in cui M;M> =p,A;B;=Le B; A, B, = 4. Tracciamo la bisettrice A;C
e consideriamo il triangolo rettangolo M;CA, (figura 10.9), in cui

p L A J
MC=— MA=—eMAC=—.
1 5 147 26 14y 5
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Fig. 10.8 Fig. 10.9

. . . . . . L_. & o
Dalla trigonometria del triangolo rettangolo sulla sfera risulta’ sma = s1n5 EIHE e quindi,
o 2n .
poiché p = —, scriveremo:
n

. n_ . L_.38
sin— =sin— [in—  (**).
n 2 2
Ne segue che, fissato un n pari con 1124,8 e scelto ad esempio un valore di L, il valore di

risultera dipendente da quest’ultimo, e precisamente sara:

Vs
g = 2arcsin| —=
sin %
. sin * ) w9 . n _. L . 2n
e, dalla condizione che -1<—2 <1, si avrd® sin— < sin—, dacui — < [< '°
— >
sin 4 n n

Per semplicita faremo riferimento in figura al suo analogo nel piano.
In un triangolo sferico rettangolo tra i lati a, b, ¢ valgono relazioni analoghe a quelle concernenti i lati di un triangolo rettangolo
piano. Al posto pero delle note relazioni:
b=asin g, c=acos d

si avranno, in una sfera unitaria, le analoghe:

sin b=sinasin J, sin ¢ =sinacos &
Per ulteriori chiarimenti si rimanda a [1].
Infatti se fosse n = 2, la (**) diverrebbe sing =sin % Oin % , da cui sin % Oin % =1equindi L = & = 77 mentre si & gia detto che
L<Jt (vedi nota 2).

I
n

Si osservi che nelle Onde Sferiche

>0, visto che %T R % sono compresi tra 0 e %T .
sin %



Volendo invece trovare L in funzione di 9, si avra:

T

. [ sin
L=2 arcsin 1

sin§
. 2n
dove osserviamo come debba essere — < 3< 7T
n

I valori di n, L e &, riassumendo, dovranno quindi soddisfare le seguenti condizioni:

27 27
n=4 —<L<r1 —<Pg<

n

n
Se fissiamo L e & a piacere, ci ritroviamo ad affrontare il quesito 1° posto inizialmente. =~ Ponendo
. 71 /! .. 7 .
ad esempio L = g ed = E’ avremo sin— = sin— [din—, da cui
n

sin— = —
n 4
71

n=——7—=0U087;
arcsin@

quindi, non possiamo costruire 1’Onda Sferica corrispondente perché I’equazione non ha come

soluzione un #n intero. In generale, I’aspettativa di ottenere un’Onda Sferica a partire da scelte

arbitrarie di L e & dipendera dalla probabilita di trovare una soluzione pari dell’equazione (vedi
risposta in appendice).

Al contrario, se fissiamo n e L (oppure n e ) ¢ sempre possibile trovare un’Onda relativa
a questo valore.

) . TR N
Facciamo un esempio: pern=8 e L = —, " siavra

/4

. [ sing
J= 2arcsin| —3
sin ¢

=2arcsinl = 77T.

Mostriamo qui di seguito la corrispondente Onda Sferica (figura 10.10) e una sua
rappresentazione nel piano (figura 10.11).

Fig. 10.10

10 Cid deriva dal fatto che . % < & ; infatti per un’Onda Sferica si ha n24 ¢ L< 7

11 . . . .. .
Si osservi che L soddisfa la condizione, visto che % <SL<T




Fig. 10.11

In generale, fissato un valore di n, si puo ottenere un’Onda Sferica con & = 77 per la quale si
avra:
Vs
o, 7
sin g n

L=2arcsin

Le Onde Sferiche con # = rle diremo semplici. Queste costituiscono un insieme infinito,
precisamente della cardinalita del numerabile, visto che sono tante quanti i numeri pari. Le Onde
Sferiche semplici sono collegabili ai poligoni regolari; infatti, unendo gli n vertici consecutivi
dell’Onda, si ottiene un poligono regolare di n lati; dall’Onda Sferica precedente si otterra percio
un ottagono regolare (figura 10.12) con 1 vertici su una circonferenza massima.

Fig. 10.12

Ovviamente, si possono costruire anche Onde Sferiche con 9<Tt (come quella disegnata da
Alice); queste ultime, che chiameremo complesse, sono anch’esse in numero infinito ma, a
differenza delle prime, sono un insieme avente la cardinalita del continuo, visto che sono almeno

) ) ) . ,. 2n )
tante quanti sono i valori che puod assumere L nell’intervallo (—; 1."% Le Onde Sferiche
n

complesse sono collegabili ai poliedri , in quanto i loro n vertici sono anche 1 vertici di un poliedro
convesso della famiglia degli antiprismi.13

12 . . . .. ,. R . .. .. .
Precisamente sarebbero tanti quanti sono contenuti in un’infinitd numerabile di intervalli di questo tipo senza che, comunque,
cambi la cardinalita dell’insieme che ¢ sempre del continuo.

13 .. . . Lo, .. N . . ..
Data una qualsiasi Onda Sferica complessa di n vertici, I’antiprisma ad essa collegato & un poliedro convesso di n vertici, 2n

spigoli e 2+n facce: due di queste, dette superfici base dell’antiprisma, sono poligoni regolari di% lati, uguali fra loro, appartenenti

a piani fra loro paralleli e ruotati I’uno rispetto all’altro di un angolo pari a % , mentre le rimanenti n facce, che costituiscono la

superficie laterale, sono triangoli o equilateri (nel qual caso I’antiprisma ¢ archimedeo) o isosceli, dato che [I’antiprisma pud
risultare dilatato o contratto nella direzione dell’altezza al variare dell’ampiezza dell’Onda (c’¢ infatti isomorfismo tra questa e
I’antiprisma). Tra gli antiprismi figurano due solidi platonici, 1’ottaedro e il tetraedro; quest’ultimo ¢ perd un caso limite per il
quale non valgono le suddette relazioni tra il numero dei vertici, degli spigoli e delle facce, in quanto sprovvisto di superfici di
base (il tetraedro ha come basi una coppia di spigoli opposti. Per ulteriori chiarimenti si rimanda a [2].



2
Vediamo un esempio nel caso di un’Onda Sferica con n = 8 ¢ ¥ = ?72’ da cui L=2

/4

8
mn -z
sin Z

arcsin

(figura 10.13); unendo con segmenti di retta i vertici A; con Ay, A, con A;..., Ay con

Ay, poi B; con By, B, con Bs..., B4 con Bj e, infine, A; con B; e B>, A, con By e B;s..., Ascon By e By,
otteniamo il corrispondente poliedro (figura 10.14) con 8 vertici, 10 facce e 16 spigoli.

Fig. 10.14

3. Costruzione geometrica di un insieme infinito di Onde Sferiche aventi la cardinalita del
continuo

Se fin qui ci siamo preoccupati dell’esistenza delle Onde Sferiche e delle condizioni sotto le
quali esistono, ci preoccupiamo ora di dare una costruzione geometrica effettiva per poterle
disegnare una volta fissato il valore di n; a tal fine “bastera”, come ha fatto Alice, regolare il

. . , . 2n
compasso sferico all’ampiezza L fissata (presa nell’intervallo — < L< 73, puntarlo sulla sfera e,
n

m

ruotandolo di un’ampiezza =2 arcsin| — n (individuata con un goniometro sferico!), tracciare il
sin £
2

primo arco e proseguire in modo analogo. E’ pero evidente I’ardua praticabilita di una tale
costruzione (si tenga conto della difficolta di riportare con il compasso 1I’angolo individuato con il
goniometro che sara in generale approssimato), sicché proporremo adesso un reale procedimento di
costruzione di Onde Sferiche di n passi. Descriviamo qui di seguito la costruzione suddetta
considerando un esempio in cui n = 8:

1. Suddividiamo la sfera in n = 8 fusi uguali.™
2. tracciamo il relativo equatore

che risultera cosi suddiviso in 8 archi;lssiano Ci, Cy, ..., Cg i punti medi di questi archi (figura
10.15).

" In tal caso & possibile effettuare questo procedimento con riga e compasso sferici in base al teorema di Gauss sulla costruibilita dei
poligoni regolari con un numero di lati 2% p;, p,, ...p; con p; primi di Gauss [3], ma in generale cid non sard possibile per un
qualsiasi numero pari. Pertanto, quando n non ammette la suddivisione della sfera in fusi uguali, ci dovremo accontentare di usare
il goniometro.

15 ~ : _2m _
Ciascuno di lunghezza p =<~ =

Iy



Fig. 10.15

3. Costruiamo un arco di geodetica che abbia in Cj il suo punto medio e gli estremi A; e
B; sui due meridiani del fuso (figura 10.16).

4. Puntato il compasso in A; e ruotando in senso orario, tracciamo un arco a partire da B
fino ad incontrare nel punto B; il meridiano seguente (quello compreso tra C, e C3)
(figura 10.17);
si osservi che I’arco di geodetica A;B, attraversa 1’equatore nel punto medio G0 e quindi
rappresentera I’equivalente di A;B; nel fuso successivo. Gli angoli che A;B, forma ai suoi estremi
con i due meridiani sono congruenti.'’

5. Puntiamo in B, e ruotiamo, questa volta in senso antiorario, da A, fino ad incontrare
nel punto A; il meridiano seguente (quello compreso tra C; e Cy);
si formera cosi un ugual angolo e, dunque, una porzione della superficie sferica uguale alla prima.

6. Seguiteremo quindi procedendo allo stesso modo;
si formeranno cosi 8 porzioni della superficie sferica tutte uguali che corrisponderanno all’Onda

Sferica cercata (figura 10.18).

Fig. 10.16 Fig. 10.17 Fig. 10.18

o Infatti, nel triangolo C;A;C; il meridiano ¢ la bisettrice dell’angolo al vertice e, quindi, C;, C, risultano simmetrici rispetto al

meridiano.
17 Si osservi che i triangoli A;D,;C, e B,D,C, sono congruenti per il secondo criterio di congruenza (sono rettangoli, D;C, = D, C, e,

infine, gli angoli in C, sono opposti ).



Questa costruzione, oltre ad essere piu “pratica” di quella di Alice, risulta essere “esatta”
quando la suddivisione in fusi della sfera puo effettuarsi con riga e compasso sferici.'® Inoltre, essa
permette di chiarire in modo visivo quanto gia descritto analiticamente, e cio¢ sia I’interdipendenza
dei parametri L e J, sia l’intervallo dei valori che questi possono assumere. Infatti, facendo
riferimento alla figura 10.15, se lungo il meridiano in cui si trova A; scegliessimo un punto piu
vicino al circolo equatoriale o piu lontano, nel primo caso otterremmo L<A;B; (come minimo L=p=

7l A . .
Z) e 7>B; A, B, (come massimo & = 7)) e, nel secondo caso L> A;B; (come estremo superiore L =

7) e 9<B; A, B> (come estremo inferiore #=0). Riassumendo, con n = 8 si possono costruire Onde

Sferiche a piacere scegliendo, con 1 criteri sopra descritti, o un qualsiasi valore di L tale che 2
<L<JT o un qualsiasi valore di & tale che Z<z9s 77(e, in generale, scegliendo o un qualsiasi valore

di L tale che 2n <L<770 un qualsiasi valore di 7 tale che 2n <g<7.
n n

Siamo cosi pervenuti alla soluzione del problema aperto da Alice che, al suo risveglio vedra
finalmente soddisfatta la sua curiosita.

4. Onde Sferiche platoniche

Le Onde Sferiche che saranno qui di seguito descritte le diremo “platoniche”, perché
concepite a partire da una proiezione radiale di solidi platonici sulla sfera (di raggio scelto come
unitario) e costruite prendendo L pari alla misura del lato sferico del solido considerato e & pari
all’angolo della sua faccia sferica o a un suo multiplo intero (v. nota 2).

Ecco un primo esempio: dato sulla sfera il cubo (figura 10.19), si potra costruire la

corrispondente Onda Sferica avente L =A;B; e 9= B; A, B; (figura 10.20).

Fig. 10.19 Fig. 10.20

Le Onde Sferiche platoniche, brevemente OSp, possono essere ottenute se i valori di L e &
trovati in relazione ai solidi platonici implicano nell’equazione

18 . . . . . . . .. N . . . . . .

Una riga sferica, che risulti utile anche a fini pratici, puo essere data da un guscio emisferico di un certo spessore la cui superficie
concava abbia la stessa curvatura della sfera sulla quale dovra scorrere ed essere posizionato. Quanto al compasso, lo si € gia visto in
figura 10.1.
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sinﬁ = sin£ L8in—
n 2
valori di n pari con n=4.

Per trovare i suddetti valori di L e ¢ introdurremo uno studio preliminare sulla
triangolazione della sfera che permettera anche una visione unitaria dei solidi platonici e delle
relative Onde Sferiche costruibili. Tale studio sara piuttosto breve e se poi il lettore vorra saltare i
passaggi di approfondimento non vedra compromessa la comprensione del successivo studio sulle
proprieta delle suddette Onde.

5. Triangolazione della sfera

Descriveremo qui di seguito due triangolazioni, ognuna delle quali sara ottenuta suddividendo la superficie
della sfera di raggio unitario in un numero intero di triangoli uguali' che chiameremo moduli. Le due triangolazioni
saranno distinte, in quanto formate da moduli fra loro diversi per caratteristiche e numero, e ciascuna coincidera con
l'insieme delle proiezioni radiali di tre dei cinque solidi platonici®® aventi i rispettivi baricentri coincidenti con il centro
della sfera e le facce sferiche (poligoni regolari curvilinei) formate da un numero intero di moduli.”!

Prima triangolazione

Prendiamo 1'ottaedro regolare (figura 10.21) e lo proiettiamo radialmente sulla sfera che lo circoscrive,
cosicché questa risultera suddivisa in otto triangoli curvilinei trirettangoli identici (figura 10.22). In ognuno di questi
tracciamo le bisettrici curvilinee (figura 10.23) che, come gia nel triangolo equilatero piano, sono mediane e altezze e,
quindi, dividono ogni triangolo in sei triangoli congruenti; la sfera risultera infine suddivisa in 48 triangoli curvilinei
scaleni che indicheremo con M.

Fig. 10.21 Fig. 10.22 Fig. 10.23

Questa triangolazione® ci permette di vedere su una medesima sfera le proiezioni dei seguenti poliedri regolari
convessi:> del gia citato ottaedro (dove ognuna delle 8 facce risulta formata, come si ¢ visto, da 6 M) (figura 10.24a),
del cubo (6 quadrati curvilinei formati ciascuno da 8 M) (figura 10.24b) e, infine, del tetraedro (4 triangoli curvilinei
formati ciascuno da 12 M,) (figura 10.240).24

" Detti triangoli sferici sono fra loro congruenti e a due a due simmetrici rispetto al piano passante per un loro lato in comune e il
centro della sfera (nella geometria della sfera, per quanto riguarda i poligoni curvilinei, valgono gli stessi criteri di congruenza
della geometria piana).

O La proiezione dell'ottaedro sara comune ad entrambe le triangolazioni.

I E' nostra convinzione che non esista una triangolazione a triangoli uguali in grado di fornire la proiezione radiale sulla sfera di

tutti e cinque i solidi platonici. Si sarebbe comunque ricorso alle due triangolazioni qui proposte, perché utili alla costruzione delle

Onde Sferiche platoniche e alla comprensione delle loro reciproche relazioni.

2 Questa prima triangolazione coincide con nove circoli massimi ed equivale alla proiezione radiale sulla sfera dell'esacisottaedro.

# E' individuabile anche il poliedro non regolare rombododecaedro (12 rombi curvilinei, ciascuno formato da 4 M;).

** Nella figura 10.24a si puod osservare come, in base al noto principio di dualita, i sei vertici dell’ottaedro coincidano con i centri
delle facce del cubo e, viceversa nella figura 10.24b, come gli otto vertici del cubo coincidano con i centri delle facce
dell’ottaedro. 1l tetraedro, che invece ¢ autoduale, ha i suoi quattro vertici coincidenti con i centri delle facce di un secondo
tetraedro identico al primo (sebbene la figura 10.24c¢ non sia di grande aiuto a prenderne visione).
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Fig. 10.24a Fig. 10.24b Fig. 10.24c

Per un maggiore approfondimento forniamo qui di seguito le caratteristiche del modulo M, (figura 10.25). I

suoi angoli sono: @ =7, essendo l'angolo formato dalla bisettrice che nel triangolo equilatero ¢ anche altezza, y= 7

visto che ¢ I'angolo individuato dalla bisettrice, e infine S = % visto che ¢ uno dei sei angoli uguali in cui I'angolo giro

risulta diviso dalle bisettrici in corrispondenza del loro punto d'incontro.
Poiché la superficie della sfera ¢ stata suddivisa in 48 parti uguali, l'area S; di M, sara S; = 1—’87 = . ecio

. .. 25
concorda con la formula di Gauss nota come Teorema Elegantissimum [4].

Fig. 10.25

Per quanto concerne i lati di My, b = ’ZT
T

2

in quanto meta lato del triangolo trirettangolo che, a sua volta, ¢ la
quarta parte di un circolo massimo, da cui b= <~: 2

= ’f. Per i restanti lati si pud mostrare, con la trigonometria, che a

= arcsinql% (v. nota *®) e che ¢ = X - arcsinql% (v. nota®”).

25 . . N .. .
In geometria solida ¢ nota come Teorema Elegantissimum la seguente equazione:

a+fB+y= n+”KdA
T

(dove K ¢ la curvatura di Gauss % , che in una sfera di raggio unitario ¢ K = 1), che in questo caso diventa quindi :
r
a+ [+ y=m+S (dove S &1’'Area triangolo);
- L4 . P N _m,m, a_13m . sq_ 13m _
e poiché la somma degli angoli di M, ¢ @ +8+ y= 5 +5 +4 =55 ,siavrdS = 55~ —T= 12 -
% Per conoscere a sara sufficiente calcolare il valore dello spigolo St del tetraedro inscritto nella sfera di raggio unitario sulla quale

risulta proiettato e che ¢ pari a 2 1[% . Indicato con Ly il lato del triangolo curvilineo corrispondente alla faccia del tetraedro e

sapendo che Lye Sy sono rispettivamente un arco di circonferenza massima e la corda ad esso sottesa, si avrd L;=2 ArCSil I%

(vistoche Ly =2ae

a= arcsin,/3 ).
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Vediamo ora le caratteristiche dei poligoni regolari proiettati sulla sfera basandoci sulle misure di M; e facendo
riferimento alle figure 10.24a, 10.24b, gli angoli curvilinei corrispondenti alle facce del tetraedro hanno lato Lt = 2a =

=2 arcsin\/g e angolo 28 = 2—3” . I quadrati curvilinei corrispondenti alle facce dell'esaedro hanno lato Lg=2c =2 (5
- arcsin\/% ) e angolo 25 = % . Infine, i triangoli curvilinei corrispondenti alle facce dell'ottaedro hanno lato Lo =2b
=

= 7 eangolo 2y= 7.

Seconda triangolazione

Prendiamo l'icosaedro regolare inscritto nella sfera (figura 10.26) e, come fatto precedentemente con l'ottaedro,
lo proiettiamo radialmente su di essa (figura 10.27) ottenendo venti triangoli curvilinei equilateri identici con angoli di

— T, visto che in ogni vertice ne confluiscono cinque. In ciascuno di questi tracciamo le bisettrici (figura 10.28),

cosicché sulla sfera figureranno in tutto 120 triangoli curvilinei scaleni che indicheremo con M,.

Fig. 10.26 Fig. 10.27 Fig. 10.28

Con questa triangolazione®® possiamo individuare la proiezione radiale dei seguenti poliedri*’ regolari: del gia citato
icosaedro (20 triangoli curvilinei, ciascuno formato da 6 M,) (figura 10.29a), del dodecaedro (12 pentagoni curvilinei,
ciascuno formato da 10 M,) (figura 10.29b) e dell' ottaedro (8 triangoli curvilinei, ciascuno formato da 15 M,) (figura
10.29¢).”°

Fig. 10.29a Fig. 10.29b Fig. 10.29¢

27 . . . .. . . . . .. . . . . PN
Per calcolare il lato ¢ osserviamo dapprima che ogni circolo massimo, coincidente con le bisettrici dei triangoli trirettangoli, ¢

formato da 4a + 4c=8b =2mdacuia+c=Z; quindi, c = & - arcsin,/ .

® Questa seconda triangolazione della sfera coincide con quindici circoli massimi.

% Sulla sfera cosi triangolata possiamo anche vedere la proiezione del poliedro non regolare rombotriacaedro (30 rombi curvilinei,
ciascuno formato da 4 M,).

*Anche in questo caso (figura 10.29c¢) si pud vedere come i dodici vertici dell’icosaedro coincidano con i centri delle facce del
dodecaedro e, viceversa, come i venti vertici di quest’ultimo coincidano con i centri delle facce dell’icosaedro.
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Gli angoli del modulo M, (figura 10.30) sono: a = %T ef = %’ per le stesse ragioni addotte nei riguardi del modulo

M,, mentre 0 = %T visto che ¢ meta dell'angolo del triangolo equilatero di partenza. Poiché la superficie sferica ¢ stata

s

suddivisa in 120 parti uguali, I'area S, della superficie di M, € S, = 57, in accordo con la formula di Gauss.”'

Fig. 10.30

Per quanto riguarda i lati di M, a’ = %T — (b' + ¢'); infatti, poiché ciascun circolo massimo ¢ formato da 4a’ +
4b‘+4c’, sihad(a+b+c)=2me,quindi,a’'+ b '+ ¢'= ’37; si mostra poi con la trigonometria che ¢’ = arcsinﬁ e
b'= arcsin—2—= "

V10+24/5
I poligoni regolari curvilinei presenti sulla sfera triangolata con M, hanno le seguenti caratteristiche: i triangoli

curvilinei corrispondenti alle facce dell'ottaedro (vedi figura 10.29¢) hanno lato L, = ’7’, in quanto Lo =a'+b'+ ¢, e

angolo interno a = %T; i pentagoni curvilinei corrispondenti alle facce del dodecaedro (vedi figura 10.29b) hanno lato

Lp = 2c’= 2arcsin ﬁf 75 © angolo 253 = 2—3” Infine, i triangoli curvilinei corrispondenti alle facce dell'icosaedro

(figura 10.29a) hanno lato L;=2b'=2 arcsin \/10372\75 e angolo 20 = % .

6. Costruibilita delle Onde Sferiche platoniche

La seguente tabella raccoglie le caratteristiche delle facce di ciascuno dei solidi platonici
proiettati sulla sfera di raggio unitario.

Tabella 10.1

Solido Lato sferico Angolo faccia sferica
platonico
simbolo Radianti Simbolo radianti
Tetraedro Ly ) : \/7 Ir 2r
arcsing|s 3
3
Esaedro L - [ 9 2r
E 2(%- arcsm\/; ) E 3
Ottaedro Lo z 3o z
Dodecaedro Lp 2 arcsin ﬁf = Ip %
Icosaedro L ; 2 9 2
1 2 arcsin Tonrs T 2

I valori di L e & di questa Tabella sono tali che I’equazione

Vi
3! Ricordando che l'area della superficie del modulo M1 ¢ S;= —, si avraS,/S, =

gy sk
w o

32 . . P . a+b+c _ 2
Dalle misure dei lati di M, e M, risulta 55w = 5.




.. n . L _.
sin— = sin — [$in —
n

che li lega tra loro ¢ sempre soddisfatta da un n pari (con n=4) e, precisamente nell’ordine: nr = 4,

I’lE:6, n0=6, np = 10, n = 10.

Ed ecco qui di seguito nella Tabella 4, rappresentate nel piano, le cinque Onde Sferiche®
costruibili con il compasso ideato da Alice.

Tabella 10.2

Solido y
platonico Onda Sferica derivata
Tetraedro ‘ I
(>
Cubo "’ 6 ’ 6
(AR KR
Icosaedro ’A’ A’A’A"A

Ma ce ne sono altre...

* Per semplicitd non saranno mostrate le due curve intermedie.
* Poiché il segmento tratteggiato (che ¢ suddiviso dalla curva centrale in » parti uguali) ¢ I’analogo di un circolo massimo sulla sfera
di raggio unitario, la sua lunghezza sara la stessa in tutte e cinque le Onde Sferiche qui rappresentate.
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Le cinque Onde Sferiche introdotte non sono pero le uniche onde platoniche (nel senso definito
inizialmente). Infatti, se ne possono costruire altre sostituendo i valori di & della Tabella 1 con
multipli interi dell’angolo (v. nota 2) e lasciando invariati i valori di L.

Ad esempio, possiamo ottenere una sesta Onda Sferica derivandola dal tetraedro e prendendo L =
Ly e 4 = 29r = 4 1T Procedendo in modo analogo per gli altri angoli della Tabella 1, potremo
ottenerne altre sette; esistono quindi in tutto ftredici Onde Sferiche platoniche e le loro
caratteristiche sono riassunte nella seguente Tabella.

Tabella 10.3

Onda Sferica del L g n
Tetraedro Lt Ir= % V4 4
Tetraedro Lt 28y = % Vs 4

Cubo Lg F=2 T 6
Cubo Ly| 2%=4%nm 6
Ottaedro Lo Jo=% 1T 6
Ottaedro Lo 2Fy=11 4
Ottaedro Lo 39p=3 1 6
Dodecaedro Lp Ip= % V4 10
Dodecaedro Lp 29p= % Vg 10
Icosaedro L, 9= % V4 10
Icosaedro L, 29 = % T 6
Icosaedro L, 39, = % Vg 6
Icosaedro L, 49;= % Vg 10

I dati di quest’ultima Tabella ci consentono di mettere a fuoco alcuni aspetti caratteristici delle
Onde Sferiche platoniche.

Innanzitutto, notiamo che in sei di queste ¢ J<77 in una & = 7Te nelle restanti sei J>77 Queste
ultime, a differenza delle prime che ci sono gia abbastanza familiari, presentano intersezioni delle
loro curve e sono percio piuttosto complicate. Per farci un’idea vediamone una, ad esempio quella
del tetraedro con & = 4 77 (figura 10.31).”

% Si osserva che nelle due Onde Seriche del tetraedro i rispettivi angoli & sono supplementari, cosi come anche nelle seguenti
coppie di Onde: le due del cubo, del dodecaedro, la prima e la terza dell’ottaedro, la prima e la quarta dell’icosaedro e, infine, la
seconda e la terza di quest’ultimo; cid implica che ciascuna di dette coppie di Onde Sferiche ¢ collegata ad un medesimo antiprisma.
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Fig. 10.31

Se poi vogliamo vederla anche in piano (figura 10.32) come sempre fatto precedentemente, ci
rendiamo conto che, a causa della perdita dell’isometria, le suddette intersezioni possono essere
rappresentate soltanto in parte e in modo del tutto inadeguato. Altro aspetto caratteristico di questa
particolare Onda consiste nella copertura dell’intera superficie della sfera.*

Fig. 10.32
Daremo ora uno sguardo a quell’unica Onda platonica in cui € & = 77 ovverosia la seconda
dell’ottaedro nella Tabella. Questo particolare valore di &, come gia sappiamo, ci dice che si trattera
di un’Onda Sferica semplice. Sara questa I’ultima ad essere illustrata (figura 10.33)*’ perché dotata
di una proprieta che non ¢ posseduta da nessun’altra Onda Sferica priva di intersezioni: 1’area della
sua superficie coincide con quella della sfera.

*® Una qualsiasi Onda Sferica in cui & # 2= 7me L = 77 coprira I'intera superficie della sfera e, quindi, come si puod dedurre dalla
Tabella 3, ci saranno soltanto tre Onde platoniche con una tale caratteristica, quella sopra illustrata, la seconda del cubo e la seconda
dell’ottaedro.

37 Lo L
La sua curva centrale ¢ evidenziata in grassetto.



Fig. 10.33

Ci serviremo infine della sua rappresentazione nel piano (figura 10.34) per fare le seguenti
7l
osservazioni: poiché 1I’ampiezza L dell’Onda ¢ pari a E’ 1 quattro archi B;B;, B2B3, AjA;, AxA3

corrisponderanno a semicirconferenze massime della sfera; ma, sapendo che B; coincide con B;s e
A; con A3, il primo dei suddetti archi verra a coincidere con il terzo e il secondo con il quarto; si
avranno percio solo due semicirconferenze massime sulla sfera, appartenenti a piani fra loro
ortogonali e opposte rispetto al centro di questa (v. figura 10.33); inoltre, i loro estremi, che
rappresentano 1 4 vertici dell’Onda, saranno anche 1 vertici di un quadrato inscritto in una
circonferenza massima (che in figura 10.34 corrisponde al segmento tratteggiato M;Ms).

B1

Fig. 10.34

Infine, dai dati della Tabella 3 si desume anche che solo quattro Onde Sferiche hanno il numero
dei vertici uguale a quello del solido da cui sono rispettivamente derivate: le due del tetraedro e le
due dell’ottaedro con n = 6;38 cio implica che i vertici delle prime saranno anche i vertici di un
tetraedro, mentre quelli delle seconde saranno anche i vertici di un ottaedro. Ecco allora proporsi un
quesito: a quale solido sara collegata ciascuna delle altre otto Onde platoniche complesse?

Si lascia al lettore 1’opportunita di trovare la risposta e di confrontarla poi con quella riportata in
appendice al quarto punto.

% Si ricorda che n & anche uguale al numero dei vertici dell’Onda Sferica.
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7. La dualita

La nostra ricerca potrebbe ritenersi cosi terminata, visto che ci eravamo essenzialmente prefissi
due obiettivi: trovare il modo di costruire I'insieme delle Onde Sferiche e classificarne 1
sottoinsiemi. C’¢ perd un’ultima cosa che varrebbe la pena di sapere e che riguarda I’intera famiglia
delle Onde Sferiche platoniche. Dato che fra queste e i solidi platonici esiste una precisa relazione,
viene da chiedersi se il principio di dualita cui ubbidiscono questi ultimi possa in qualche modo
riflettersi sulle prime. Nello svolgere questa breve indagine troveremo utile fare riferimento ad
alcune figure relative al precedente studio sulla triangolazione della sfera.

Prendiamo la sfera triangolata con M, della figura 10.24a e consideriamo due lati di una faccia
sferica dell’ottaedro, A;B; e A;B; (figure 10.35-10.36).

B1

Fig. 10.35 Fig. 10.36

Sapendo che i loro punti medi, M; e M;, di detti lati coincidono con i punti medi dei due lati
consecutivi C;D; e C;D; di una faccia del cubo, andiamo a vedere che cosa accade quando iniziamo
a costruire 1’Onda Sferica dell’ottaedro: puntato il compasso in A; e tracciato I’arco B;B; (figura
10.37), osserviamo che 1’arco M; M, descritto dal pennino centrale risulta essere Y di circonferenza
iscritta nella faccia sferica del cubo. Si avra I’inverso nel costruire 1’Onda Sferica del cubo; infatti,
puntato il compasso in C; e tracciato 1’arco D;D; (figura 10.38), I’arco M;M; descritto dal pennino
centrale sara diverso da quello precedente e risultera essere Y, di circonferenza inscritta nella faccia

sferica dell’ ottaedro.

Ci

D1 D1
Fig. 10.37 Fig. 10.38

Cio varra per tutti gli archi descritti dal pennino centrale. Pertanto, la curva centrale dell’Onda
Sferica dell’ottaedro (formata da sei archi di % di circonferenza e risultante iscritta nelle facce del
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cubo) la chiameremo Loop Curvajs 5], brevemente LC;y del cubo, mentre quella dell’Onda Sferica
del cubo (formata da sei archi di 4 di circonferenza e risultante inscritta in sei facce dell’ottaedro) la
chiameremo LC;; dell’ottaedro. Per avere un’idea piu chiara delle suddette curve centrali, le
mostriamo insieme al solido in cui risultano rispettivamente inscritte™ (Figure 10.39-10.40 in cuti,
per brevita, CC sta per curva centrale e OS sta per Onda Sferica).

8. Le tredici curve platoniche LC.

Fig. 10.39 Fig. 10.40
LC,y del cubo LC,; dell’ottaedro
(CC dell’OS dell’ottaedro) ( CC dell’OS del cubo)

Con discorso analogo, la curva centrale dell’Onda Sferica del dodecaedro sara la LCj;
dell’icosaedro (inscritta in dieci delle sue facce) (figura 10.41), mentre quella dell’Onda Sferica
dell’icosaedro sara la LCys del dodecaedro (inscritta in dieci delle sue facce) (figura 10.42).
Diversamente, la curva centrale dell’Onda Sferica del tetraedro, che risultera inscritta nelle facce
sferiche del tetraedro suo duale, la chiameremo LC); del tetraedro [6] (figura 10.43). Tutto cio €
un’implicazione del principio di dualita cui ubbidiscono i solidi platonici.

Fig. 10.41 Fig. 10.42 Fig. 10.43

LC,; dell’icosaedro LCs del dodecaedro LC,; del tetraedro
(CC dell’OS del dodecaedro) (CC dell’OS dell’icosaedro) (CC dell’OS del tetraedro)

% Ciascuna LC risulta inscritta in un solido platonico avente i punti medi dei suoi spigoli sulla sfera.



In base agli stessi criteri, ecco qui di seguito le restanti otto curve (figure 10.44-10.51).

Fig. 10.44 Fig. 10.45 Fig. 10.46
LC,; del tetraedro LC,; dell’ottaedro LC;;, del cubo
(CC dell’OS del tetraedro) (CC dell’OS del cubo) (CC dell’OS dell’ottaaedro)

il N
Fig. 10.47 Fig. 10.48 Fig. 10.49
LCsy del cubo LCy dell’icosaedro LCy5 del dodecaedro
(CC dell’OS del’ottaedro) ( CC dell’OS del dodecaedro) ( CC dell’OS dell’icosaedro)

Fig. 10.50 Fig. 10.51
00 LC;5 del dodecaedro LCys del dodecaedro
(CC dell’OS dell’icosaedro) ( CC dell’OS dell’icosaedro)

Facendo riferimento alle figure 10.39, 10.46 e 10.47, si puo capire che sono analoghe a LC3
e LC,; studiate nel precedente capitolo e, chiaramente, a tutte le restanti figure qui sopra
rappresentate. Le tre Curve di Loop LCu, LCj € LC3y possono essere ricavate dall'intersezione di
un cubo di lato a e di una sfera con centro nel baricentro del cubo e raggio r = 2 aV2. Dallo studio
delle loro simmetrie, si otterra m = 12.
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Seguendo poi gli stessi procedimenti adottati sulla base delle Curve di Loop del tetraedro, si
possono costruire le rispettive superfici e volumi (LS;y € LVjy, LS;» € LV;p, LS34 € LV3y). Per
evitare uno tsunami di immagini, mi limiter0 a mostrare le tredici LS derivate dalle curve
platoniche (figure 10.52, 10.53, ...10.64). Tuttavia, come si potra vedere nel capitolo XI, se ne
potranno derivare altre relative all'ottaedro (nOnché al dodecaedro e all'icosaedro) e chiamate
"Curve Multiple Coerenti".

9. Le tredici LS derivate dalle curve platoniche.

Fig. 10.54 Fig. 10.55 Fig. 10.56

Fig. 10.57 Fig. 10.58 Fig. 10.59
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Fig. 10.60 Fig. 10.61 Fig. 10.62

Fig. 10.63 Fig. 10.64

10. Le tredici LV derivate dalle curve platoniche.

Fig. 10.65 Fig. 10.66
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Fig. 10.70 Fig. 10.71 Fig. 10.72

Fig. 10.73 Fig. 10.74 Fig. 10.75
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Appendice 10.1

Lo spazio delle probabilita, dove fissato n prendiamo la coppia ( L , &), & rappresentato dal quadrato (0; 75%(0;
78, mentre i valori che portano alla formazione di un’Onda Sferica di frequenza n sono le coppie ( L , &) con

J0 (0; 74 e L = L(H), ovvero le coppie del grafico della funzione L = 2arcsin ZHTE . La probabilita di trovarsi
2

in un qualsiasi punto di detta curva risulta nulla, in quanto questa ¢ data, come noto, dal rapporto tra 1’area

nulla della curva e I’area del quadrato (0; 7%(0; 74 pari a 7T2 ; d’altra parte, la probabilita totale sara la
somma delle infinite aree nulle che, essendo della cardinalita del numerabile (una per ogni n fissato), portera
ad una probabilita totale anch’essa nulla.

La probabilita di tracciare un’onda con un compasso reale, avente punte di un certo spessore e quindi
confondibili anche se non esattamente sovrapposte, non sara invece nulla, visto che questa volta i valori
saranno riconducibili non ad un grafico bensi ad una striscia di area piccola ma non nulla; la probabilita in
questo caso dipendera dal rapporto dell’area di questa con I’area della superficie della sfera. Quindi, si direbbe
che I’Onda Sferica sia stata tracciata in modo apparentemente esatto (non dimentichiamo la distinzione tra
reale e ideale).

Se dopo il deludente risultato illustrato in figura 6, si proseguisse con una seconda serie di identiche

operazioni, si otterrebbe un’altra Onda sfasata rispetto alla prima (figura 10.78); si osservi che sulla sfera i
punti Ase Bg non coincideranno rispettivamente con A; e B, bensi con i punti arretrati A; e B>.

Bs

Fes
SIS S S S s

Fig. 10.78
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11. Onde Sferiche cicliche.

Fin qui abbiamo considerato le Onde Sferiche che si chiudono dopo un solo giro lungo una
circonferenza massima e, quindi, con un numero »n pari di archi. Vorremo ora trarre spunto
da quest’ultimo risultato per considerare quelle Onde Sferiche che si chiudono dopo un
numero k intero di giri e che chiameremo k-cicliche.

Sotto quali condizioni tali Onde Sferiche si chiuderanno? Specificando adesso con n
il numero di archi in un solo giro (intendendo con n una frazione di archi dell’Onda Sferica),
potremo osservare che dopo k giri si saranno descritti nk archi e che 1’Onda Sferica si
chiudera quando nk ¢ pari (e cioe quando nk = 2s con sLIN e s 23). Da ci0 segue che n sara
uguale al rapporto tra due numeri interi (infatti, n = 25, dove s e k sono i minimi naturali

tali che n possa esprimersi nel modo suddetto) e, quindi, n sara dispari o razionale. Facciamo
un primo esempio di Onda Sferica con n = 5: questa si chiudera a condizione che nk sia pari
e, quindi con k = 2 (si osservi per inciso che questo vale per tutti i numeri n dispari e non
solo per 5); avremo percio un’Onda Sferica che si chiude con nk = 10 archi, ovverosia dopo
10 rotazioni del compasso, corrispondenti a due giri lungo un circolo massimo; dopo le
prime 5 rotazioni essa risultera sfasata di un passo rispetto alla configurazione di partenza
(figura 10.79) e lo sara fino alla decima rotazione (figura 10.80), terminata la quale si
chiudera.

LA A

Fig. 10.79

Fig. 10.80

Fissando invece un n razionale, si possono ottenere Onde Sferiche k-cicliche con k=3. Posto
ad esempio n = 3, avremo 3 k, con k =4, da cui nk = 18, e avere quindi Onde Sferiche 4-
cicliche (che si chiuderanno cio¢ con 18 archi, equivalenti a 4 giri lungo un circolo
massimo). Queste si comporteranno nel modo seguente: dopo la prima serie di  rotazioni, e

fino alla fine della seconda serie, esse risulteranno sfasate di %2 passo, sfasate di un passo
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durante la terza serie, di %2 passo durante la quarta e, al termine di quest’ultima (ovverosia
della diciottesima rotazione) si chiuderanno.

Infine, se fissiamo un 7 irrazionale, ad esempio n = 2/7( in tal caso, essendo la sfera di
raggio unitario, sara p = 1), otterremo Onde Sferiche che, per quanto detto prima, non si
chiudono mai.

In generale, i poliedri collegati alle Onde Sferiche complesse sono antiprismi (a questi si €
gia accennato in nota 13). Esistono solo quattro Onde Sferiche in cui I’antiprisma collegato
risulta essere un solido platonico: le due del tetraedro e le due dell’ottaedro con n = 6
elencate nella Tabella 3; infatti, queste sono le uniche Onde Sferiche in cui il numero (n) dei
vertici corrisponde al numero dei vertici del solido platonico dal quale prendono il nome.
Delle altre otto Onde platoniche, due sono collegate ad antiprismi archimedei e,
precisamente, la prima e la quarta dell’icosaedro, mentre le restanti sei sono collegate ad
antiprismi non archimedei. Si osserva pero che gli antiprismi collegati a queste ultime otto
Onde avranno una precisa relazione con il solido platonico dal quale esse prendono il nome.
Consideriamo ad esempio 1’Onda Sferica del cubo, nella quale i vertici sono n = 6;
I’antiprisma ad essa collegato ¢ mostrato al centro della figura 10.83 e le figure 10.81, 10.82
ci aiutano a cogliere la relazione che esso ha con il cubo. Detto antiprisma, che ha come
superficie di base due triangoli equilateri e come superficie laterale sei triangoli isosceli,
altro non ¢ che un cubo con due troncamenti; questi, come si vede in figura 10.81, sono
ottenuti con due piani di sezione fra loro paralleli, opposti rispetto al baricentro del solido e

passanti ciascuno per 4 = $ = 3 vertici. Riassumendo, 1’antiprisma collegato a un’Onda
Sferica platonica di n vertici potra essere uno dei seguenti solidi: tetraedro, ottaedro,
antiprisma archimedeo o non archimedeo; in quest’ultimo caso esso sara I’equivalente di un
solido platonico (cubo, dodecaedro o icosaedro) con due troncamenti ottenuti (nel modo ora
descritto) con due piani di sezione passanti ciascuno per 5 vertici.

AN

Fig. 10.81 Fig. 10.82 Fig. 10.83
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